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Abstract 
A set L of linear orders of { 1,2,3, , n} is said to be R/unimodal if each element of L is unimodal 
with respect to the linear order R. In this communication we present a characterization of systems of 
binary probabilities induced by unimodal linear orders. 
Soit R un ordre lineaire sur { 1,2,3, , n], un ensemble L d’ordres lineaires sur { 1,2,3, , n) est dit 
Rlunimodal si tout element de L est unimodal par rapport a R. Nous presentons ici, une 
caracterisation des distributions binaires assocites a des distributions ordinales unimodales. 
1. Introduction 
Dans ce qui suit, X designe l’ensemble { 1,2, . . . . n) fini de cardinal n. Un ordre sur 
X est une relation antisymttrique et transitive. Dans la suite, le mot ordre designera 
un ordre strict total (ou encore lineaire), sauf indication contraire. Un ordre 0, sur X, 
est represent6 par une sequence des elements de X: ijk . . . , oii i est le minimum de 
X (ou premier element), j est le minimum de X - {i} (second Clement), k designe le 
minimum de X - { i, j} (troisieme element) . . etc. On ecrit (x, y)~0, pour dire que x est 
avant y. 
Ordre naturel. L’ordre nature1 sur X est l’ordre total : 123 ... II. 
Ordre inverse. Soit 0 un ordre total sur X, on designe son ordre inverse par 8, et l’on 
a : pour tout, i, j de X : (i, j)~0 - (j, i)E6. 
Permutokdre. Considerons l’ensemble E des n! ordres sur X, on appelle permutoedre 
P,, le graphe non orient&, dont les sommets sont les elements de E; deux sommets 
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123 
213 Q--l 132 231 312 321 
Fig. 1. Pemutoedre Pa. 
Or et O2 sont adjacents dans P si et seulement si il existe un couple unique (u, u) de X2, 
tel que, (a, f+Oi et (u,r+OZ. 
Chaine minimale. Soit x et y deux sommets du permutoedre, une chaine joignant x et 
y est dite minimale, si elle est de longueur minimum (i,e comporte le minimum 
d’aretes possibles). Ainsi, pour 1 Xl = n, la chaine minimale joignant tout ordre a son 
inverse est de longueur tgale a n(n- 1)/2, voir Fig. 1. En parcourant une telle chaine, 
d’une extremite a l’autre, le passage d’un sommet O1 a son adjacent 02, s’effectue, en 
permutant deux objets contigus dans 01, chaque inversion est effectute une seule fois. 
On appelle distribution bin&e, et on la note DI.B, toute application: 
f:X2-{(W} H co,11 
(i,j)-f(i,j), avecf(i,j)+f(j, i)=t 
On appelle distribution ordinale (D.O.), sur X, tout ensemble {O,, 02, . . . . Ok, . . . . 0,} 
d’ordres totaux sur X, ou, pour tout k, Ok est muni d’une pondtration pk, 0 <pk < 1, la 
somme des pk etant &gale a 1. On dtsigne par pij, la somme des poids des ordres, qui 
placent i avant j. 
A toute distribution ordinale D.0, on associe la distribution binaire: 
p:X*-{(kk)} H CO,ll, 
(i, j) kb Pij 
l’application p est une DI.B.A.D.0 (distribution binaire associbe h une distribution 
ordinale). 
Exemple. X=(1,2,3} 
O1 = 123, pi =0,25 
02=312, p2=0,20 
03=231, p,=O.40 
04=321, p,=O.15. 
Ainsi on a: pi*= 0.45, ~13 =0.25, ~23 ~0.65, p21=0.55, . . . etc. 
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Les DI.B.A.D.0. sont des D1.B. particulieres. Le probllme de caracterisation des 
D1.B. qui sont des DI.B.A.D.0. reste ouvert, et n’est resolu que pour IX I d 5, cf. [4-61. 
2. R/UnimodalitC (Condition de Black) 
Soit R un ordre de reference sur X, (par exemple l’ordre nature1 R = 123.. . n). On dit 
que l’ordre 0 sur X est R/unimodal (ou R/Blackien [2]) si et seulement si: pour tout 
triplet T= {p,q,r} d’elements de X, l’objet classe au milieu dans la restriction de 
R A Tnotee R(T), nest pas classe 3eme dans O(T) restriction de 0 a T. 11 est facile de 
verifier que si un ordre est Rlunimodal il est alors R/unimodal et reciproquement. 
Exemple. X={1,2,3,4), R=1234; les ordres: 1234, 4321, 3241, 2314 sont 
Rlunimodaux. 
L’ordre 0 est dit Rlcoblackien [l] si et seulement si 0. est R/Blackien. 
Proposition 2.1. On peut montrer l’bquivalence logique des trois bnoncbs: 
(1) 0 est RIBlackien. 
(2) Pour tout p,q,r;p<q<r:(p,q)EO - (q,r)EO. 
(3) Pour tout p, q, r; p < q < r : (r, q)EO * (q, p)EO. 
Proposition 2.2 [ 11. Pour 1 X I= n, le nombre de tous les ordres RIBlackiens distincts est 
egal a 2”-‘. 
3. CaractCrisation des distributions binaires unimodales 
Une distribution ordinale est dite Rlunimodale (resp. Rlcoblackienne) si chacun de 
ses ordres est Rlunimodal (resp. Rlcoblackien). 
Une DI.B.A.D.0. associee a une D.O. Rlunimodale est dite distribution binaire 
Rlunimodale. 
3.1. Proprietbs des ordres Rlunimodaux sur le permutoedre 
Chaine Rlunimodale. C’est une chaine du permutoedre dont tous les sommets sont 
Rlunimodaux. 
Exemple. de chaines Rlunimodales (minimales), (Fig. 2) pour IX/= 4 a gauche, et 
IX I = 3 a droite. (R Ctant l’ordre naturel). 
Proposition 3.1. Soient 0 et 6 deux sommets dune m&me chaine Rlunimodale, alors 
R=O ou 0, et les extrbmites de cette chaine sont 0 et 0. 
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Fig. 2. 
3.2. Matrices monotones 
Toutes les matrices (aij), considkkes par la suite vtrifient la proprittk: 
aij+ aji = 1, aijE[O, 11; i, jE(1,2,3,4, . , H}; et pour tout i, ai; n’est pas dlfini. Les 
valeurs aij dkfinissent done une distribution binaire, et lorsque cette distribution 
binaire est une DI.B.A.D.0. on dit que la matrice (aij) est DI.B.A.D.0. On suppose, 
sauf indication contraire, que l’ordre sur les lignes (les colonnes) de la matrice (aij) est 
l’ordre nature1 R = 123 ... n. 
Matrice Rlcroissante (resp. R/dCcroissante). On dit que la matrice (aij) est 
Rlcroissante (resp. R/dtkroissante si et seulement si: 
(a) pour toute ligne i, on a : i < j < k =S aij < aik (resp. aij 2 aik) et 
(b) pour toute colonne r, on a: p<q <Y =S apr<aqr (resp. ap,>aqr). 
Exemple de matrice Rlcroissante. 
&I 0.1 
G.54 
0.4 6 0.46 8
0.6 0.6 
0.54 0.52 T1.4 * 
Matrice d’ordre. A tout ordre total 0 sur X on associe la matrice (aij), appelke matrice 
d’ordre, et dkfinie par : aij= 1 si (i, j)EO, et aij=O sinon. On peut vkrifier facilement 
qu’une matrice (a,), g coefficients dans (0, l}, est une matrice d’ordre si et seulement 
si : pour tout i, j, k on a: aij + aji = 1 et aik < aij + ajk (inlgalitt triangulaire). 
Proposition 3.2. Tout or&e Rlunimodal a une matrice Rlcroissante, et rbciproquement: 
toute matrice Rlcroissante 6 coeficients dans (0, l> est une matrice d’ordre Rjunimodal. 
Preuve. 11 suffit de le prouver pour 1 XI = 3, puis gtrkraliser, en utilisant la 
Proposition 2.1. Cl 
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Thborkme. La matrice (aij) est DZ.B.A.D.0. et Rlunimodale, si et seulement si elle est 
Rlcroissante. 
DCmonstration du thitorkme. La condition nlctssaire resulte sans peine de la 
Proposition 3.2. (toute combinaison convexe de matrices croissantes est une matrice 
croissante). Soit E, = { (p, q)/l < p < q G n}; E, est ordonne partiellement par : 
(p,q)<(r,s) 0 (p<r et qds) ou (p=r et q<s). 
La croissance de la matrice (aij) permet alors (par recurrence) de trouver une 
extension lintaire de cet ordre partiel : 
el =(pl,ql), e2=(p2,42), e3=(b,q3), . . . . ( Pn(n - 1)/2 7 %I(. - 1)/2 1, 
de sorte que les coefficients correspondants de la matrice vtrifient: a,, ~a,~ Q 
ae3 d ... d . Designons par M(i) = (xifi) la matrice d’ordre associte a l’ordre nature1 
R sur X, (x fj = 1 0 i < j). Pour k > 1, on pose MCk) = (xfj), la matrice a coefficients dans 
(0, l}, obtenue a partir de (aij) en remplacant aei par 0 pour i < k, par 1 pour i 2 k, et en 
completant (pour les autres coefficients) selon la regle xfj + xj”i = 1 (i #j ). Dlsignons 
enfin par MC- ” la matrice associee a l’ordre inverse de R. 11 est facile de verifier que les 
matrices MCk) pour k= 1,2,3, . . . . n(n- 1)/2 et MC- ‘) sont des matrices d’ordres 
Rlcroissantes (d’ordres Rlunimodaux en vertu de la Proposition 3.2); Par ailleurs: 
n(n- 1)/Z 
(aij)= 1 (bk-bk-1)‘M(k’+(l-b,(,-1),2)‘M(-1’ 
k=l 
(avec la convention b0 = 0 et bk = a& pour 1 <k d n(n - 1)/2). 
L’examen des coefficients (bk - bk_ 1), pour k = 1,2, . . , n(n- 1)/2, et 1 - b,(,_ 1),2, 
montre que la matrice (aij) est DI.B.A.D.0. Rlunimodale. 
Exemple. Reprenons l’exemple de la matrice croissante donnte plus haut. On peut 
choisir l’une des extensions lintaires: 
&=(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4) 
ou 
Rk = (1,2), (1,3), (2,3), (194) (2,4), (3,4). 
On munit l’ordre R = 1234 [MC’)] du poids b, =a12 ~0.1. En utilisant l’extension Ed, 
et inversant successivement dans R les couples de E,, on obtient les ordres 
2134@~f’~‘), 2314(!~I’~‘), 2341 (MC4’), 3241 (MC5’), 
3421 (MC@), 4321 (M’- “), 
munis selon la demonstration du theoreme, des poids respecifs: 
b,-bl=0.3, b3-bZ=0.06, b4-b3=0, b5-b4=0.02, 
b,-b5=0.12, 1-b6=0.4. 
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Corollaire 1. Toute DI.B.A.D.0. Rlunimodale peut Ctre associte h une D.O. dont les 
ordres sont les sommets d’une m&me chaine minimale Rlunimodale. 
Remarque importante. 11 en resulte qu’on peut associer a toute D.O. unimodale une 
D.O. dont les ordres se situent sur une meme chaine minimale (D.O. verifiant la 
condition de consistance multidimensionnelle, [3]) Rlunimodale, et telle que les deux 
D.O. aient la m&me DI.B.A.D.0. 
Corollaire 2. Toute intersection d’ordres Rlunimodaux est un ordre partiel de 
dimension < 2. 
La preuve resulte du Corollaire 1 avec la remarque que l’intersection des ordres 
Rlunimodaux dune mCme chaine minimale est l’intersection des 2 ordres extremites 
de cette chaine. 
Corollaire 3. Une matrice est R/d&roissante si et seulement si elle est DI.B. associie 
b une D.O. Rlcoblackienne. 
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